8.2.1 Aritmetick& posloupnost |

Predpoklady: 8101, 8102, 8103, 8107

Pedagogicka pozndmka¥V hodins rozctlim tridu na d¥¢ skupiny a kazd4 z nickeld jeden
z prvnich dvou fikladi. Cleny posloupnosti pakipkontrole vypi$u na tabul,
v prabéhu hodiny se k nim jeStracime.
Nektefi studenti paebu;ji slySet, Ze nejde o nic ndného a obaiklady jsou
zcela jednoduché. Pokudkuo opravdu nevi, navrkte, aby si zkusil zjistit, jak&
je situace po jedné hodirio kilometr vyse).

Pr. 1. V tovarre dokorti kazdou hodinu montaz 3 automdbiNa z&atku snény bylo ve
skladu (po pedchozi srén¢) 5 neodvezenych automotilKolik hotovych
automobiti bude na sklatina konci smany (po 8 hodinach), pokud v jejimiéhu
Zadny hotovy automobil neodvezou?kRad feS jako rekurentni posloupnost.

 Budeme sledovat get automobil po hodinach:

- Zacétek snany : a =5

Epolhodiré: a,=a+3=5+3=8
po 2 hodinach: a,=a,+3=8+3=11
po 3 hodinach: a,=a,+3=11+ 3= 14
' po 4 hodinéach: a,=a,+3=14+ 3= 17
po 5 hodinach: a,=a,+3=17+ 3= 2C
po 6 hodinach: a, =a,+3=20+ 3= 2¢
' po 7 hodinach: a, =a,+3=23+ 3= 2¢

po 8 hodinach: a, =a,+3=26+ 3= 2¢
' Na konci srény bude ve skladu 29 automabil

Pr. 2: V zemské troposfé plati, Ze s rostouci vysSkou klesa teplota.i8znadmaské
vySky o 1 km znamena pokles teploty@®® C. Urci teplotu v nadmiské vysce 5
km, pokud je g hladine mare 25°C. Priklad fe$ jako rekurenthzadanou
posloupnost.

Postupujeme podobnako v gedchozim giklade, postupi pocitame teploty v jednotlivych
. vySkach:

- Pii hladine more:  t, =25

ve vysce 1 km: t,=t,-6,5= 25- 6,5 18,!

- ve vysce 2 km: t,=t,—-6,5=18,5- 6,5 1.

ve vysce 3 km: t,=t,-6,5=12- 6,5 5,!

Evevyéce4km: t.=t,-6,5=55 6,5-

- ve vysce 5 km: t,=t,—6,5=—1- 6,5 - 7,°

Ve vysce 5 km je teplota7,5° C.



\

Pr. 3: Najdi spol€énou specialni vlastnost oboiepchozich posloupnosti.

' U obou gredchozich posloupnosti plati, Ze rozdil mezinda sousednimileny
- v posloupnosti je konstantni (v prvnirigace jsme p@ad ficitali stejnéislo, ve druhém
| pripack jsme stale stejné&slo odeitali).

Posloupnost s uvedenou vlastnosti se naaywdeticka.

Posloupnosfa,)”_ se nazyva aritmeticka, prékdyz existuje takovéislod, ze

Y4

pro kazdé firozenéislon plati a ,, =a_ +d. Cislod se nazyvdliference
posloupnosti

Pro diferenci platid = a,,, —a, a tim se vysitluje i jeji pojmenovani.

Pr. 4. Ur¢i diference aritmetickych posloupnostiikpadi 1 a 2.

- a) v gikladu 1 plati:a,,, =a,+3=d =3
' b) v prikladu 2 plati:a ., =a, -6,5=d =-6,5
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Pedagogicka poznamka:.Jako obvykle véchto situacich. #klad neni zbytény, rektefi
teprve nyni zé&inaji vnimat pedchozi definici.

Pr. 5: Nacrtni grafy aritmetickych posloupnosti tikladi 1 a 2. Jaky typ funkce je
analogii aritmetické posloupnosti?
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-V obou fipadech lezi vSechny body grafuiirpce = aritmetick& posloupnost je specialni
' piipad linearni funkce.

Dodatek: Predchozi zar je Zt'ejmy i z faktu, Ze diference (tedy rozdil mezi edsijicimi
hodnotami) je stale stejna.

Pedagogicka poznamkaOpet se objevi taci, ki€ nakresli misto badplnécary.

Pr. 6: Rozhodni, zda dandi €isla tvdi tii po sol& jdoucicleny rejaké aritmetické

posloupnosti. Pokud ano,dudiferenci.

17 2 2
a)=;—;1 b) (x=2)":(x-1)":x*-3
)2t ) (x-2)5(x-1

- Pokud zadana trojiaéisel tvdi tii po sol jdoucicleny aritmetické posloupnosti, musi byt
' jejich rozdil obou sousednicisel shodny.
17

ra)=:—:1
7612
~ 7 1_7-2_5
7T 6 12 1c
Laoq 11227 5
Ara ™ 12 12 12

Jde ot po sol& jdoucicleny aritmetické posloupnosti s diferersrlgtz'.

b) (x—2)2 ;(x—l)2 x> -3

8= (o) = (-2 = (-2 - acr = -

8, = (€ -3 (x-d =3 2 = - ¢

- Nejde o ti po sol jdoucicleny aritmetické posloupnosti, rozdily po ggtoucicheisel jsou

' razné.

Pedagogicka poznamkaOhcas se objevi zak, ktery fesi bod b) pedchoziho fikladu
obecr, ale dosadi (n&asgji x =1) a spdéte rozdily ze ziskanych hodnot. Pokud
nechce pochopit, Ze dokazakcon pouze pro pouzitou hodnotu neznamé, nechavam

ho vyresit stejny piklad pro trojici¢isel x—1;2x— L;x* + .



PF. 7:  Najdi divod, pras maZzeme o posloupnos{Bn-1)"_ tvrdit, Ze je aritmeticka. Dokaz
tuto jeji vlastnost.

' Na vyraz3n-1 se nmizeme koukat jako na@dpis linearni funkcey = 3x—1.

' Podminka, ktera odliSuje aritmetickou posloupnasbstatnich posloupnostt musime

- dokazat, ze platia,,, =a, +d.

- a,=3n-1 8, =3(n+1)-1= fr+ 2

' Dosadimea,,, —a, =3n+2-(3-1) = 3=d.

' Rozdil dvou po sabjdoucichelend je konstantni= posloupnos{3n-1)"_ je aritmeticka (s
. diferenci 3).

Pedagogicka poznamkal kdyz nejde o nic jiného nez zopakovatikfadu 6, maji studenti
se 7 znané problémy.

Aritmeticka posloupnost je specialriipead linearni funkce, pbeh aritmetické posloupnosti
je pravidelny= mél by existovat vzorec pro-ty ¢len.

Pr. 8: Najdi vzorec pran-ty ¢len posloupnosti zifklada 1 a 2. Vzorec hledej ve tvaru,
ktery obsahuje prvrilen posloupnosti a jeji diferenci. Vyslov hypotéruzorci
| aritmetickeé posloupnosta;;a,,, =a,+d;n0ON..

- &) Zkusime si upravovateny posloupnosti tak, aby byl kazdy vyiad pomocia, ad:
a=>5 (na z&atku sngny)

a,=a+3=a,+1B=8

- a,=a,+3=a,+3+3= 5+ 203= 1.

- a,=a,+3=a,+3+ 3+ 3= 5+ 33 L
a,=a,+3=a+3+3+3+ 3= 5 413 1

a, =a,, +3=5+(n-1)[B

Zda se, Ze posloupnost by mohla byt dana vzor[déﬁ(n—l) EB]

n=1"

b) Zkusime si upravovdteny posloupnosti tak, aby byl kazdy vyjad pomocia, ad:
=25 (ha hladig maoe)

- t,=t,—6,5=t,— 16,5= 18,!

 t,=t,-6,5=t,- 6,5~ 6,5t,+ 2[- 6,b= 1

' t,=t,-6,5=t,- 6,5~ 6,5 6,5t,+ - 6 5

t,=t,-6,5=t,-6,5- 6,5 6,5 6,5t,+ H- 6)5-

t, :tn—1_615:t1+(n_])[q_6’3

' 7d4 se, ze posloupnost by mohla byt dana vzolc@i (n-1) -6, E)]::l.



- Oba odvozené vzorce maiji stejny tvair:+(n—1)d = ziejme plati: n-ty ¢len aritmetické

posloupnosti je dan vzorceﬁ?ﬂ1 +(n-1) d]:=1'

Pedagogick& poznamkaTady je pateba hlidat studenty (spiSe ty dayi). Casto odvozuji
vzorec ve tvara, +n[@] " atento vzorec jim dokonce dava i spravné vysledky
protoze v pikladech jako je 1 nebo 2 indexuji od 0. K&fad paet aut ve skladu
po osmi hodinach prace pre nenia,, ale a;, (bezpochyby je to i logtejsi). Je
nutné, aby si studenti ujasnili, Ze u posloupnositime a, prvniclen, tedyclen,
ke kterému se diference rigjitala jeSt ani jednou a proto seiest keclenu a,
pri¢itala pouze(n-1) krat (index zkratka nesouvisi sqpem gicitani diference,
ale umistnim ¢lenu viack).

O spravnosti naSi hypotézy se musifesgdcit. Zkusime dkaz matematickou indukci:

PF.9: Dokaz wtu: V aritmetické posloupnosfi,)”_ s diferencil plati pro kazdé (N
a,=a +(n-1)d.

- 1. Ow¥ime platnost pron=1:
a, =ai+(1—1)d =a,+ 00 =a, = pron=1 vzorec plati

2. Predpokladédme, Ze vzorec plati prdk a dokazujeme, Ze plati i prok +1:
' Vime: a, =a, +(k-1)d.

Chceme dokaza,,, =a, +[(k+1)-1]d =a,+kd.

- Urcite plati rekurentni vztah pro aritmetickou poslougnes,, =a, +d .

' Dosadime do rekurentniho vyjéui zaa, =a +(k-1)d:

a. =a+(k-1)d+d=a+kd-d+d=a,+kd (to jsme chli).

' Poddilo se nam vztah dokazat.

Pedagogicka poznamkaPokud nestihamefgdchozi piklad vynechavame aidlaz bul’
rychle u&lam na tabuli, nebo ho Gpipieska@ime.

Ted’ uz mizeme napsat s jistotou:
V aritmetické posloupnosfia,)”_ s diferenctl plati pro kazdé[ON

a,=a +(n-1)d.

Pr. 10: Petakova:
strana 67/cwieni 9 a)
strana 67/cwieni 10 a)
strana 67/cvieni 11 a) b) c)
strana 67/cwieni 15 a) b)




Shrnuti:  Posloupnost, jejiz po sélmasledujictleny se liSi o stejnéislo, se nazyva
aritmeticka. B vypoctu jejihon-téhoclenu gicitdme k prvnimulenu diferenci
(n-1)krat.



